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1. Введение
В работе [1] П.П. Коровкин изучал операторы класса 𝑆2𝑚, то есть операторы




ядро 𝐾*𝑛(𝑡) у которых 2𝑚 раз меняет знак на отрезке [−𝜋;𝜋], и доказал, что они






, но не выше.






𝜆𝑘,𝑛 cos 𝑘𝑡 и умножим его на (cos 𝑡− cos𝛼), где 𝛼 ∈ (0;𝜋), то
есть будем рассматривать оператор
𝐿
[2]

























𝑛 — нормирующий множитель, а 𝜌
(𝑛)
𝑘 — множители суммирования.
Требуется подобрать 𝛼 так, чтобы полученный при этом оператор (1) имел




Это достигается при выполнении условия
lim
𝑛→∞





1− 2(𝜆1,𝑛)2 + 𝜆2,𝑛
= 0 (2)
(см. [2]), где 𝜆𝑘,𝑛 — множители суммирования исходного положительного опера-
тора.
Одна из задач теории операторов класса 𝑆2, оказавшейся довольно трудной,
состоит в подборе 𝛼 так, чтобы для оператора (1) не просто выполнялось условие
(2), но чтобы он имел наилучший возможный для оператора класса 𝑆2 порядок






В данной работе рассмотрим два подхода к построению таких операторов.
2. Линейный положительный оператор






















где ∆𝑛 = 2𝜋
𝑛∑︀
𝑠=0
𝜙2( 𝑠𝑛 ) ̸= 0, 𝜙 ∈ 𝐶[0;1].
Оператор (3) является линейным положительным оператором. Для дальней-









































Рассмотрим линейный положительный оператор, получающийся из (3) при
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Множители суммирования 𝜆𝑘,𝑛 оператора (4) имеют вид (см. [4]):
𝜆𝑘,𝑛 =
1
7𝑛(−1551693 + 2042040𝑛2 − 516868𝑛4 + 26520𝑛6 + 𝑛16) (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 + 1)×
× (𝑛− 𝑘 − 1)(10861851 + 185647𝑛4 + 7𝑘8 + 7𝑘10 + 7𝑘6 + 185647𝑘4−
− 3432429𝑘2 + 7𝑘12 + 7𝑘14 + 7𝑛8 + 7𝑛10 + 7𝑛12 + 7𝑛14 − 3432429𝑛2 + 7𝑛6+
+ 14011998𝑛𝑘 − 2640638𝑛3𝑘 + 7235888𝑛2𝑘2 − 2640638𝑛𝑘3 − 663269𝑘4𝑛2+
+ 51128𝑘5𝑛 + 63𝑘7𝑛 + 146571𝑘4𝑛4 + 247𝑘6𝑛2 − 48077𝑘5𝑛3 − 224𝑘4𝑛8−
− 48077𝑘3𝑛5 + 1688368𝑘3𝑛3 + 247𝑘2𝑛6 − 663269𝑘2𝑛4 + 63𝑘𝑛7 + 51128𝑘𝑛5+
+ 3𝑘10𝑛4 − 224𝑘8𝑛4 − 128𝑘6𝑛4 − 128𝑘4𝑛6 + 3𝑘4𝑛10 − 336𝑘5𝑛5 + 32𝑘5𝑛7+
+ 416𝑘6𝑛6 + 32𝑘7𝑛5 + 128𝑘8𝑛6 + 385𝑘9𝑛5 − 768𝑘7𝑛7 + 128𝑘6𝑛8 + 385𝑘5𝑛9+
+ 49𝑘9𝑛 + 128𝑘8𝑛2 + 112𝑘7𝑛3 + 112𝑘3𝑛7 + 128𝑘2𝑛8 + 49𝑘𝑛9 + 21𝑘𝑛13 + 35𝑘𝑛11−
− 134𝑘3𝑛11 − 95𝑘3𝑛9 − 26𝑘2𝑛12 + 37𝑘2𝑛10 + 21𝑘13𝑛− 26𝑘12𝑛2 − 134𝑘11𝑛3+
+ 35𝑘11𝑛 + 37𝑘10𝑛2 − 95𝑘9𝑛3).
(5)
Для оператора (4) в работе [4] было получено
Следствие 3. Если функция 𝑓 имеет конечную обобщенную вторую производную
в точке 𝑥, то
lim
𝑛→∞𝑛
2[𝐿𝑛(𝑓, 𝑥)− 𝑓(𝑥)] = 68
7
𝐷2𝑓(𝑥).
Это означает, что оператор (4) приближает непрерывно дифференцируемые
функции с порядком 1𝑛2 , то есть наилучшим возможным для линейных положи-
тельных операторов (см. [5]).
Из (5) нетрудно получить, что для оператора (3) условие (2) выполняется, зна-
чит, на основе этого оператора можно построить оператор класса 𝑆2, обладающий
более хорошими аппроксимативными свойствами.
3. Экстремальный оператор класса 𝑆2
Можно строить оператор класса 𝑆2, используя для нахождения его нулей идею
Хоффа [6], то есть находя 𝛼 из условия 1− 𝜌(𝑛)1 = 0, где 𝜌(𝑛)1 — первый множитель
суммирования оператора класса 𝑆2, как это было сделано в работе [4]. Однако
такой подход не гарантирует, что полученный оператор будет иметь наилучший
возможный порядок приближения. Поэтому используем другой метод.
Построим на основе оператора (4) оператор 𝐿
[2,1]
𝑛 (𝑓, 𝑥) класса 𝑆2 вида (1), спо-
соб нахождения нулей ядра которого основан на решении экстремальной задачи.
Из работы [7] известно, что порядок приближения дифференцируемых функ-
ций операторами (1) определяется порядками стремления к нулю разностей 1−𝜌(𝑛)1











, где 𝛾 = cos𝛼,
и будем при закрепленном 𝑛 искать наименьшее значение 𝛿𝑛,1(𝛾) при условии, что
−1 6 6 𝛾 6 1.
Полученное таким образом 𝛼 даст экстремальный оператор класса 𝑆2 для за-
данного положительного ядра {𝐾𝑛(𝑡)} (см. [8]).
В работе [8] было получено выражение для 𝛾 через множители суммирования
исходного положительного оператора (4):




𝜆2,𝑛 − 2 (𝜆1,𝑛)2 + 1
)︁









𝜆1,𝑛 − 2𝜆1,𝑛𝜆2,𝑛 + 𝜆3,𝑛
)︂2]︂
. (6)






−71536343833651346253𝑛16 + 473082879627519856695𝑛9 − 290046102985686832785𝑛11−
−38751092512608060585𝑛13 + 9055526957298716895𝑛15 + 21333692272399637130𝑛17−
−23588143188409800𝑛23 + 579932959286100420𝑛21 + 406680464557252836𝑛20+
+8822333274857910𝑛24 + 9807360176726052684𝑛18 − 123157102217598876𝑛22−
−6648129902506782690𝑛19 + 47060032522237𝑛28 + 621817649488035𝑛25−
−79397753079645𝑛27 + 10433405917935𝑛29 + 8465493651615𝑛31 − 305762667210𝑛33−
−19948986119909𝑛30 − 994171185970𝑛32 + 9699900210𝑛35 − 152612460𝑛37 + (7)
+80650658048𝑛34 − 4240935856𝑛36 + 140308640𝑛38 − 2811400𝑛40 + 32912𝑛42−
−5809126567321110708675)︀/(︀− 122252786188940𝑛26 + 590052460281191062155𝑛7−
−1151059571746460481105𝑛5 − 575768739864647203875𝑛− 505176443817426010917𝑛4−
−103768353399230364077𝑛8 + 3286278739017014482𝑛10 − 30557731839744090578𝑛12+
+27965318426178025584𝑛14 + 228871174864813433883𝑛2 + 409980345641410924359𝑛6+
+1326530876467914702585𝑛3 − 8951184672623484144𝑛16 − 314896434328248387615𝑛9+
+179804604746210989545𝑛11 − 63901420073267511735𝑛13 + 8294630641464712545𝑛15+
+1443324944287711485𝑛17 − 4047711320888235𝑛23 + 60493442742217485𝑛21+
+21601199085683319𝑛20 + 1489750765893219𝑛24 + 1032428757487235055𝑛18−
−12998051716448385𝑛22 − 556403410254006315𝑛19 + 13006816968400𝑛28+
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+246859518680775𝑛25 − 21555653264145𝑛27 + 738801918855𝑛29 + 604436287455𝑛31−
−39505275810𝑛33 − 1748075777942𝑛30 − 49056834046𝑛32 + 2941348410𝑛35−











𝜆𝑘−1,𝑛 − 2𝜆𝑘,𝑛 cos𝛼 + 𝜆𝑘+1,𝑛
2(𝜆1,𝑛 − cos𝛼) . (8)



























Получим теперь оценку приближения построенным оператором непрерывно
дифференцируемых функций.
Воспользуемся теоремой 2 из [2]:




3 − 1)− 12 (𝜌(𝑛)2 − 1)(2 + cos𝛼) + (𝜌(𝑛)1 − 1)
(︂
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𝑛 (𝑓, 𝑥)− 𝑓(𝑥) =
{︂






















3 − 1)− 12 (𝜌(𝑛)2 − 1)(2 + cos𝛼) + (𝜌(𝑛)1 − 1)
(︂
7

















Тогда условия теоремы 2* выполнены, и для построенного экстремального опе-
ратора класса 𝑆2 справедлива
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐶42𝜋, то равномерно на R
lim
𝑛→∞𝑛







4. Оператор класса 𝑆2 по методу Бутцера-Штарка
Используем для построения еще одного оператора класса 𝑆2 на основе операто-







1− 𝜌(𝑛)1 = 1−
1 + 𝜆2,𝑛 − 2𝜆1,𝑛 cos𝛼
2(𝜆1,𝑛 − cos𝛼) =
2𝜆1,𝑛 − 1− 𝜆2,𝑛 − 2(1− 𝜆1,𝑛) cos𝛼
2(𝜆1,𝑛 − cos𝛼) . (10)
Раскладывая (10) в ряд с учетом (5) и того, что cos𝛼 = 1 − 𝛼22 + 𝛼
4
24 + . . . , и
подставляя cos𝛼 = 𝑎𝑛 , получаем:













)︀ = 𝑂(︂ 1
𝑛4
)︂
при 𝑛→∞ в том случае, когда{︂ −87120 + 14520𝑎2 = 0,
1632− 84𝑎2 ̸= 0,




Далее по формуле (8) находим множители суммирования оператора 𝐿
[2,2]
𝑛 (𝑓, 𝑥)


























Сравнивая с (9), видим, что для оператора 𝐿
[2,1]
𝑛 (𝑓, 𝑥) это выражение значи-
тельно меньше.
Из найденных выражений для 𝜌
(𝑛)
𝑘 и cos𝛼 получаем, что для оператора
𝐿
[2,2]
𝑛 (𝑓, 𝑥) выполнены условия теоремы 2 из [2]. Тогда для него справедлива
Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝐶42𝜋, то равномерно на R
lim
𝑛→∞𝑛








Таким образом, построенные в статье операторы 𝐿
[2,1]
𝑛 (𝑓, 𝑥) и 𝐿
[2,2]
𝑛 (𝑓, 𝑥) при-
ближают четырежды непрерывно дифференцируемые функции с наилучшим воз-






Все вычисления в работе выполнены при помощи системы Maple.
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